Algorytmy i ztozonos¢ obliczeniowa

Laboratorium 8: Grafy. Znajdowanie najkrotszej droqi w grafie wazonym.

1. Graf wazony

Graf wazony to graf, w ktorym kazdej krawedzi przypisana jest pewna liczba- waga (moze ona
oznaczacé na przyktad odlegtos¢ miedzy wierzchotkami). Ponizej mamy przyktad nieskierowanego
grafu wazonego, ktéry sktada sie z siedmiu wierzchotkdw i dwunastu krawedzi oraz jego
reprezentacje macierzowa.
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Dla podanego grafu macierz A dla kazdej pary wierzchotkow uiv

zawiera wage krawedzi (u,v), a jesli krawedz (u,v) nie istnieje, to przyjmujemy, ze jej waga wynosi
nieskonczonosc i wpisujemy * lub -.

2. Algorytm Forda-Bellmana

Algorytm ten stuzy do wyznaczania najmniejszej odlegtosci od ustalonego wierzchotka s do
wszystkich pozostatych w grafie skierowanym bez cykli o ujemnej dtugosci (uwaga! dopuszczalne
sg ujemne wagi). Warunek nieujemnosci cyklu jest spowodowany faktem, ze w grafie o ujemnych
cyklach najmniejsza odlegtos¢ miedzy niektorymi wierzchotkami jest nieokreslona, poniewaz
zalezy od liczby przejs¢ w cyklu.

Algorytm Forda-Bellmana w kazdym kroku oblicza gérne oszacowanie D(v;) odlegtosci od
wierzchotka s do wszystkich pozostatych wierzchotkow vi. W pierwszym kroku przyjmujemy
D(vi)=A(s,vi). Gdy stwierdzimy, ze D(v)>D(u)+A(u,v), to kazdorazowo polepszamy aktualne
oszacowanie i podstawiamy D(v):=D(u)+A(u,v). Algorytm konczy sie, gdy zadnego oszacowania
nie mozna juz poprawi¢, macierz D(v;) zawiera najkrétsze odlegtosci od wierzchotka s do
wszystkich pozostatych.

Pseudokod algorytmu Forda-Bellmana (n- liczba wierzchotkéw)

for vi=[1..n] do D(v):=A(s,Vv); // w pierwszym kroku przyjmujemy, ze najkrotsza droga z u do v jest krawedz (u,v)
for k:=1to (n-2) do Ilw (n-2) krokach mozna zbadac kazdg droge o (n-1) krawedziach i wybrac najkrotszg

begin
for v:=[1..n]-{s} do //odlegto$é od s do s wynosi 0 i juz sie na pewno nie zmieni
for u:=[1..n]-{s} do
D(v):=min{D(v),D(u)+A(u,v)}; /fwybierz krétsza droge
end;

3. Algorytm Dijkstry

Algorytm ten stuzy do wyznaczania najmniejszej odlegtosci od ustalonego wierzchotka s do
wszystkich pozostatych w skierowanym grafie, w odréznieniu jednak od algorytmu Forda-
Bellmana, graf wejsciowy nie moze zawiera¢ krawedzi o ujemnych wagach.



W algorytmie tym pamietany jest zbior Q wierzchotkéw, dla ktérych nie obliczono jeszcze
najkrotszych sciezek, oraz wektor D[i] odlegtosci od wierzchotka s do i. Poczagtkowo zbidr Q
zawiera wszystkie wierzchotki a wektor D jest pierwszym wierszem macierzy wag krawedzi A.

Algorytm przebiega nastepujaco

1. Dopdki zbior Q nie jest pusty wykonu;j:

2. Pobierz ze zbioru Q wierzchotek v o najmniejszej wartosci D[v] i usun go ze zbioru.

3. Dla kazdego nastepnika i wierzchotka v dokonaj relaksacji Sciezki, tzn. sprawdz, czy
D[i]>DJ[v]+A]v,i], tzn. czy aktualne oszacowanie odlegtosci do wierzchotka i jest wieksze od
oszacowania odlegtosci do wierzchotka v plus waga krawedzi (v,i). Jezeli tak jest, to
zaktualizuj oszacowanie D[i] przypisujgc mu prawg strone nierdwnosci (czyli mniejszg
wartosg).

Jak wida¢ z powyzszego pseudokodu, algorytm wybiera z kolejki Q "najlzejszy" wierzchotek, tzn.
jest oparty o strategie zachtanng. Algorytm Dijkstry jest algorytmem dokfadnym.

Przyktad dziatania algorytmu Dijkstry (nieskoficzono$¢ oznacza brak krawedzi):
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Obliczenia przebiegajg nastepujgco: (Dla s=a)
(gwiazdka oznacza symbol nieskohczonosci, najlzejszy wierzchotek jest podkreslony, wierzchotki,
dla ktérych wyznaczono juz najkrétsze Sciezki sg pogrubione)

Q D(a) |D(b)| D(c) | D(d) | D(e)
{bcdero |10 |+ |* |5
{becd} |0 |8 |14 |7 |5
{bey |0 |8 |13 |7 |5
{c} o (8 |9 |7 |5
O 0o |8 7 |5

4. Algorytm Floyda-Warshalla

Algorytm ten podobnie jak algorytm Dijkstry, wykorzystuje macierz kosztéw, ale jej elementami
moga by¢ réwniez liczby ujemne. Algorytm dziata w oparciu o strategie programowania
dynamicznego, wyznaczajgc dtugosci najkrotszych sciezek w tablicy dwuwymiarowej nxn,
powiedzmy o nazwie D.

Poczatkowo wartosci elementéw D[u, v] sg rowne wagom A[u, v], a w kolejnych n
iteracjach sg korygowane:



Pseudokod algorytmu Floyda-Warshalla (n- liczba wierzchotkéw)

foru:=1tondo

forv:i=1tondo
D[u,v] := A[u,Vv];
Dlu,u] :=0;

for k:=1 to ndo

foru:=1tondo
for vi=1to n do
D[u,v] := min(D[u,v], D[u,k]+D[k,Vv])

Jezeli w k-tej iteracji najkrotsza znana Sciezka wiodgca od wierzchotka u do v

jest dtuzsza niz sciezka od u do v przechodzaca poprzez posredni wierzchotek k, to jako nowa
najkrotsza sciezka od u do v jest wybierana ta, ktora wiedzie przez wierzchotek k. Méwigc
doktadniej, po pierwszej iteracji wartoscig D[u, v] jest dtugos¢ najkrotszej Sciezki wiodgce;j
bezposrednio od wierzchotka u do v lub posrednio przez wierzchotek 1, po drugiej iteracji —
dtugoscig najkrotszej sciezki od u do v przechodzacej co najwyzej przez wierzchotki posrednie ze
zbioru {1, 2} itd. Ogdlnie, po k-tej iteracji D[u, v] jest dlugoscig najkrétszej Sciezki, ktéra wiedzie od
u do v i nie zawiera innych wierzchotkéw posrednich niz {1, 2, ..., k}.

Po zakonczeniu wszystkich iteracji warto$ciami elementéw D[u, v] sg dtugosci

najkrétszych sciezek od u do v przebiegajgcych przez wierzchotki zbioru V.

5. Interfejs grafu wazonego

Nalezy pobrac plik IWGraph.java bezposrednio ze strony WWW.

6. Zadania

1. W oparciu o podany interfejs zaimplementowac¢ metody: addVertex, addEdge, Wcheck,
writeGraph dla grafu wazonego. Napisac krétki program wykorzystujacy ww. metody, ktory
zaprezentuje ich dziatanie. [3p]

2. Korzystajgc z algorytmu Dijkstry zaimplementowac¢ metode dijkstra znajdowania najkrotszej
drogi w grafie wazonym. Efektem dziatania tej metody powinna by¢ tabela pokazujgca
poszczegolne etapy dziatania algorytmu (patrz powyzej na przyktad dziatania algorytmu).

[3p]

3. Korzystajgc z algorytmu Bellmana-Forda zaimplementowa¢ metode ford znajdowania
najkrétszej drogi w grafie wazonym.

[2p]

4. Zaimplementowa¢ metode wypisujgcg silnie spdjne sktadowe. [2p]

Praca domowa

Zaimplementowa¢ metode znajdowania najkrotszych drég w grafie wazonym za pomocg
algorytmu Floyda-Warshalla.

Na nastepnych zajeciach: Drzewa, drzewa BST



