Wyklad 6 i 7 — drzewa

Drzewo jest bardziej skomplikowang strukturg
niz poprzednio omawiane.

Dla kazdego drzewa wyrdzniony jest jeden,
charakterystyczny element- korzen.

Korzen jest jedynym elementem drzewa,
ktory nie posiada elementow poprzednich.

Dla kazdego innego elementu okreslony jest
doktadnie jeden element poprzedni.

Dla kazdego elementu oprocz ostatnich, tzw.
lisci istnieje co najmniej 1 element nastepny.

Jezeli liczba nastepnych elementow wynosi
doktadnie 2 (oprocz lisci) to drzewo
nazywamy binarnym.

Drzewo mozna zdefiniowac, jako acykliczny
graf.


http://www.algorytm.org/?option=com_content&task=view&id=44&Itemid=45

@ korzen
@ wezet
@ lise

Dla kazdego drzewa mozna okreslic:
e dlugos¢ drogi u (gtebokos¢) - liczba
wierzchotkow, przez ktore nalezy przejsc
od korzenia do wierzchotka u,

e wysokos¢ u - maksymalna liczba
wierzchotkdw na drodze od u do pewnego
liscia,

o wysokos¢ drzewa = gtebokosC =
wysokosc¢ korzenia +1

esciezka z u do v - sekwencja

wierzchotkow, przez ktore nalezy przejsc z
wierzchotka udo v,

o stopien wierzchotka - liczba jego
bezposrednich nastepnikow

o stopien drzewa - maksymalny stopien
wierzchotka



Kopiec Inacze] zwany  stogiem  jest
szczegolnym przypadkiem drzewa
binarnego, ktore spetnia tzw. warunek kopca
tzn. kazdy nastepnik jest niewiekszy od swego
poprzednika.

Witasnosci kopca:
e W korzeniu kopca znajduje sie najwiekszy
element,

e Nna  Sciezkach  (potgczeniach  miedzy
weztami), od korzenia do liscia, elementy sg
posortowane nierosngco

Przyktadowy kopiec:

Szczegdlne  wtasnosci  kopcow  zostaty
wykorzystane do stworzenia algorytmy do
sortowania zwanego HeapSort.


http://www.algorytm.org/?option=com_content&task=view&id=110&Itemid=45
http://www.algorytm.org/?option=com_content&task=view&id=110&Itemid=45
http://www.algorytm.org/?option=com_content&task=view&id=110&Itemid=45
http://www.algorytm.org/?option=com_content&task=view&id=104&Itemid=28

Drzewa BST

Uogodlnieniem wyszukiwania elementu w
tablicy uporzagdkowanej jest wyszukiwanie
elementu w tzw. drzewach poszukiwan
binarnych, czyli w skrocie BST (od ang.
Binary Search Trees).

W BST uzyskujemy mozliwoSC szybszego
wykonywania operacji wstawiania | usuwania
elementu ze zbioru.

Kazdy wezet x drzewa, bedgcy obiektem typu
node, ma trzy atrybuty:

X: left(x), key(x), right(x)
W BST mamy porzadek symetryczny,

tzn. dla kazdego wezta x jest spetniony
nastepujgcy warunek:

jesli wezet y lezy w lewym poddrzewie x, to
key(y) <= key(x);

jesli wezet y lezy w prawym poddrzewie x, to
key(y) >= key(x)



Drzewem poszukiwan binarnych (drzewem
BST) nazywamy dowolne drzewo binarne, w
ktorym elementy zbioru sg wpisane do
wierzchotkbw zgodnie z porzagdkiem symet-
rycznym.

Operacja search:

function search(v : T; r: node) : node;
{T jest dowolnym typem liniowo uporzgdkowanym;
r jest korzeniem drzewa BST}
var X : node;
begin
X:=T;
while (x <> nil) and (key(x) <> v) do
If v < key(x) then x := left(x) else x :=right (x);
search = x
{jesli element v znajduje sie w drzewie, to x < > nil
| key(X) = v:
jesli elementu v nie ma w drzewie, to x = nil}
end search;



Pierwszg czynnoscig w operacjach insert |
delete jest wykonanie operacji search.

Potrzebny jest poprzednik koncowego wezta
X. W tym celu modyfikujemy operacje search.

function search(v : T, r: node, var y: node) : node;
{T jest dowolnym typem liniowo uporzgdkowanym;
r jest korzeniem drzewa BST;
y jest poprzednikiem wierzchotka wyszukiwanego
przez search}
var X : node;
begin
X = 1; y:=nil;
while (x <> nil) and (key(x) < >v) do begin
y=X,
If v < key(x) then x :=left(x) else x :=right (x);
end;
search = X
end search;



Operacja insert polega na:

wykonaniu search(v, r, y),
utworzeniu nowego wierzchotka x,
wstawieniu tam elementu v

| dowigzaniu x do y.

procedure insert (v : T; var r : node);
var X, y: node;
begin
If search(v, r, y) = nil then
begin
new(x) ;
left(x) := nil; key(x) := v; right(x) := nil;
If y=nilthenr:=xelse
If v< key(y) then left(y) := x else right(y) := x
end
end insert;



Usuniecie elementu ze zbioru wymaga
usuniecia wierzchotka z drzewa.

Nie mozna swobodnie usuwac¢ wierzchotkow z
drzewa, gdy majg one nastepniki !

Proponowane rozwigzanie:

Zastgpic wierzchotek x zawierajgcy element v
wierzchotkiem zawierajgcym albo element
bezposrednio poprzedzajgcy v w zbiorze S,
albo element bezposrednio nastepujgcy po v.

W celu zagwarantowania losowe] postaci
drzewa BST po usunieciu wierzchotka,
losowany jest wierzchotek, ktory zostanie

wybrany.

Fizycznie usuwamy jest wierzchotek, ktory ma
CO najwyzej jeden wewnetrzny nastepnik (co
najmniej jeden z jego nastepnikow jest rowny
nil).



Algorytm delete:

Pesymistyczna ztozonos¢ O(n)

Oczekiwana ztozonos¢ O(logn) — wynik
empiryczny

Dwie wersje algorytmu

procedure delete(v ; T; var r : node);
varx,y, z, t:node; b:0..1;



begin
x :=search(v, r,y);
If X <> nil then
begin
if (left(x) =nil) or (right(x) = nil) then
begin
if (left(x) =nil) and (right(x) =nil) then z :=nil
else if left(x) = nil then z := right (x)
else z .= left(x);
ify =nil thenr:=zelse
If x=left(y) then left(y) := z else right(y) := z
end
else
begin {left(x) <> nil i right(x) <> nil}
b :=random(2);
{jesli b=0, to w miejsce v wstawiamy element bezposrednio poprzedzajacy v w
zbiorze S. Jesli b = 1, to w miejsce v wstawiamy element bezposrednio
nastepujacy po v w zbiorze S}
if b =0 then
begin
z = left(x) ;
if right(z) = nil then left(x) := left(z) else
begin
repeat
t:=1z
z :=right(z)
until right (z) = nil,
right (t) := left (2)
end
end else
begin
z := right(x);
if left(z) = nil then right(x) := right(z) else
begin
repeat
t.=1z
z := left(z)
until left (z) = nil;
left(t) : = right(z)
end
end;
key(x) := key(z)
end end end delete;



Mozliwa jest prostsza wersja operacji delete,
nazywana opoznionym usuwaniem.

Zamiast usuwacC wierzchotek x zawierajgcy
element v, przyjmuje sie wierzchotek Xx za
"usuniety" i pozostawia sie go w drzewie.



Drzewa AVL

Poprawiajg ztozonosc¢ operacji na BST
z O(n) do O(logn).

Aby uzyskaC czas dziatania O(logn), trzeba
dodatkowo zadbaC, zeby drzewa BST
pozostawaty @ w  postaci gwarantujgcej
wysokos¢ O(logn), gdzie n jest liczbag
wierzchotkow.

Istnieje wiele odmian takich drzew.

Najprostsze z nich to drzewa AVL.



Drzewo BST jest drzewem AVL wtedy,
kiedy dla kazdego wierzchotka wysokosci
dwoéch jego poddrzew rézniaq sie co
najwyzej o 1.

LEMAT
Wysokosc drzewa AVL o n wierzchotkach
(n >=1) jest nie wieksza niz 1,45 log n.

Poza atrybutami left, key 1 right kazdy
wierzchotek drzewa AVL ma réwniez atrybut
bf():

X: bf(X) = h_L(x) — h_R(x)

bf(x) nalezy do {-1,0,1}



Search — jak dla BST

Insert | delete — poczgtkowo takie same,
ale potem drzewo trzeba przywroci¢ do
postaci AVL.

Operacja insert(v,S) dla drzewa AVL.

Po wstawieniu nowego wezta x za pomoca
zwyktego algorytmu insert dla drzew BST
przesuwamy sie z powrotem po sciezce od X
w strone korzenia, dokonujgc odpowiednich
zmian atrybutu bf (wierzchotki tej sciezki stajg
sie "ciezsze") do chwili napotkania takiego
wierzchotka y, ze albo

(a) y jest korzeniem, a nowa wartosc bf(y)
jestrozna od 2 -2, albo

(b) nowa wartosc bf(y) = 0, albo

(c) nowa wartosc bf(y) = 2 lub -2.

W przypadku c) dokonujemy rotacji.
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LEMAT
Rotacja pojedyncza 1| rotacja podwdjna
prowadzg od drzewa BST do drzewa BST.

Wykonanie  rotacji przywraca danemu
poddrzewu jego wysokosc¢ przed
rozpoczeciem wykonywania operacji insert.
Dla pozostatych wierzchotkow na Sciezce do
korzenia atrybut bf pozostaje nie zmieniony.

Aby umozliwi¢ przejscie sciezkg z powrotem
do korzenia, nalezy podczas wykonywania
operacji search umieszczaC odwiedzane
wierzchotki na stosie.

Algorytm opisujgcy przechodzenie sciezkg w
gore drzewa AVL z odpowiednig aktualizacjg
atrybutu bf.



{Stos S zawiera $ciezke od korzenia do poprzednika
wstawionego do drzewa wierzchotka x;
stop jest nazwa procedury, ktora konczy operacje¢ insert}

if S = pusty then stop;
t:=x;
{osobno rozpatrujemy poprzednik wstawianego wierzchotka}
z .= front(S) ; pop(S);
if bf(z) <> 0 then begin bf(z) := 0; stop end;
If t-lewynastegpnik z then bf(z) :=+1 else bf(z) := -1;
{w ponizszej petli jest powtarzana operacja modyfikacji atrybutu bf;
wierzchotki t, z, y tworzg tancuch przesuwajacy si¢ w gore drzewa}
while S<>0do
begin
y:= front(S) ; pop(S);
case bf(y) of
0: if z-lewy naste¢pnik y then bf(y) := +1 else bf(y) :=-1;
+1: if z-prawy nast¢pnik y then begin bf(y) := 0; stop end
else if bf(z) = +1
then begin rotacja pojedyncza(y, z); stop end
else begin rotacja podwdjna (y, z, t); stop end;
-I: if z-lewy nastepnik y then begin bf(y) := 0; stop end
else if bf(z) =-1
then begin rotacja pojedyncza(y,z); stop end
else begin rotacja podwojna (y, z, t); Stop end,
end;
ti=z,z:=y

end



Dla drzew AVL kazda z operacji search,
insert i delete mozna wykona¢ z
pesymistyczng zlozonoscia czasowq

O(log n).

Zaimplementowanie drzewa AVL wymaga
O(n) dodatkowej pamieci na atrybuty left,
right i bf, gdzie n jest maksymalng liczbg
elementow w zbiorze S.



Drzewa RST (Radix Search Trees)

Rozgatezienia na  podstawie  wartosci
kolejnego bitu poszukiwanego stowa.

Zaczynamy od najbardziej znaczgcego bitu
v_maxb.

v = (v_maxb,....,v_0)

bits(v,k,j) = (v_k+j-1,...,v_k+1,v_k)
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Instrukcja Search:

function digitalsearch{v : integer; r: node) : node;
{r jest korzeniem drzewa RST}
var b : integer, x: node;
begin
b := maxb:;
X =T,
while (x <> nil) and (key(x) <>v) do
begin
If bits(v, b, 1) = 0 then x := left(x)
else x := right(x);
b:=Db-1
end;
digitalsearch := x
{(v jestw Sikey(x) =vV) lub (v nie jest w S i x=nil)}
end digitalsearch;

Oczekiwana ztozonoS¢ czasowa operacji search
| insert — O(logn). Ztozonos¢ pamieciowa: O(n)



function digitalinsert (v : integer; var r : node) : node;
{r jest korzeniem drzewa RST; v jest elementem
do wstawienia w drzewie R5T}
var x,y : node;
b: integer;
begin
{pierwsza czes¢ algorytmu to wyszukanie miejsca w
drzewie do wstawienia elementu v}

b := maxb;
X =T,
y = nil;
while (x <> nil) and (key(x) <> v) do
begin
Y=X;
iIf bits(v, b, 1) = 0 then x := left(x) else x := right(x);
b :=b-1;
end;

if x = nil then
{jesli v nie ma w drzewie, to zostaje wstawiony do nowego
wezta, ktory jest doczepiany do y}
begin
new(X);
key(x) :=v; left(x) := nil; right(x) := nil;
if y <> nil then
if bits(v, b+l, 1) = 0 then left(y) := x else right(y) :=x
elser:=x;
end;
digitalinsert := x;
end digitalinsert;

Operacja delete — w miejsce usuwanego elementu mozna
wstawicC element z dowolnego liscia w poddrzewie.



Przykiad

SN
N Y

S-10011
Z —11010
U -10101
K -01011
A - 00000
J- 01010



Drzewa TRIE

W drzewie TRIE elementy zbioru S s3
zapisywane w lisciach.

Wezty wewnetrzne majg tylko dwa atrybuty:
left i right.

Lis¢ ma tylko atrybut key.

Oprocz tego jest potrzebny atrybut logiczny
typu Boolean:

leaf(x) = true wtw X jest lisciem



function triesearch(v: integer; r: node): node;
{r jest korzeniem niepustego drzewa TRIE}
var b : integer; x : node;
begin
b := maxb, X :=r;
while not leaf(x) do
begin
If bits(v,b,1) = 0 then x := left(x) else x:= right(x);
b:=b-1
end;
triesearch ;= x
{(vjestw Sikey(x) =v) lub (v nie jest S i key(x) <> v)}
end triesearch;

Dla wszystkich operacji (zatozenie: maxb + 1 >=log n)

T(n) = O(min(maxb,n) + maxb)
A(n) = O(logn)
S(n) = O(n(maxb — log n + 2))



Drzewa PATRICIA

PATICIA jest modyfikacjg drzewa TRIE bez jego wad,
czyli dlugich gatezi i niejednorodnosci weztow.

W drzewie PATRICIA jest tylko n wezibw do
reprezentowania n elementow.

Ma ono zalete drzewa TRIE:

porownanie kluczy odbywa sie tylko raz (na koniec
wyszukiwania).

Aby skasowacC dtugie gatezie, na Sciezce od korzenia
pozostawia sie tylko poréwnania bitow, na ktorych roznig
sie reprezentowane stowa.

Aby odrdézni¢ na przyktad trzy stowa bitowe:
0001000, 0000011, 0000001, wystarczy najpierw po-
rownac bity nr 3;

w wypadku bitu O na tej pozycji kolejne bity
porownujemy na pozycji nr 1.

Bit nr 3

0/ \1

/ \
Bitnrl 0001000
0o/ \1

[\

0000001 0000011



Aby unikng¢ niejednorodnosci weztow, utozsamiamy
kazdy lisC z pewnym wierzchotkiem wewnetrznym,
wpisujgc zapisany w lisciu element zbioru S do
odpowiadajgcego mu wierzchotka wewnetrznego.

W ten sposob kazdy wezet wewnetrzny jest traktowany
dwojako:

w fazie wyszukiwania jako wezet okreslajgcy
rozgatezienie,

w fazie identyfikacji (dojscia do liscia) - jako lisc.

Trzeba przy tym dodac jeden wezet, gdyz jest tylkon — 1
weztow okreslajgcych rozgatezienie.



Przyktad: Drzewo PATRICIA dla:

S -10011
Z —11010
U-10101
K-01011
A - 00000
J- 01010
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Kazdy wezet drzewa PATRICIA ma 4 atrybuty:
dowigzania drzewowe lefi i right,

atrybut key i

atrybut b (numer bitu, na podstawie ktérego nastepuje
rozgatezienie).

Zaktadamy, ze element zidentyfikowany (przez
wyszukiwanie) w danym wezle jest wpisany do jednego
z przodkow danego wezia.

Dowigzanie od wezta x do y identyfikuje element wtw
b(x) <= b(y).



function patriciasearch(v : integer; r: node) : node;
{r jest korzeniem drzewa PATRICIA}
var X, y: node;
begin
X =T,
repeat
y=X
if bits(v, b(x), 1) =0 then x := left(x)
else x :=right(x)
until b(y) <= b(x) ;
patriciasearch := x
{v jest w S wttw key(x) = v}
end patriciasearch;



function patriciainsert(v: integer; r: node) : node,
{r jest korzeniem drzewa PATRICIA}
var t, X, y, z : nade; i : .integer,
begin
t :=patriciasearch(v, r);
{element v daje te same wyniki porownan co key(t)}
| :=maxb;
while bits(v, i, 1) = bits(key(t), i, 1) do i :=1- 1,
{i jest numerem pierwszej pozycii,
na ktorej v i key(t) sie roznig}
X:=T;
repeat
Z:=X;
If bits(v, b(x), 1) = 0 then x := left(x)
else x := right(x)
until (b(z) <= b(x)) or (b(x) <i);
{miejsce elementu v jest na dowigzaniu miedzy z a x}
new(y); key(y) :=v; b(y) :=1;
if bits(v, b(y), 1) = 0 then

begin
left(y) =y,
right(y) := x
end else
begin
right(y) :=y;
left (y) :=x
end;

if bits(v, b(z), 1)=0 then left(z):=y else right(z):=y;
patriciainsert :=y
end patriciainsert;



Dla operacji search 1 insert (zatozenie: maxb >= log n)

T(n) = O(min(maxb,n) + maxb)
A(n) = O(logn)
S(n) = 0O(n)



