Wyktad — Sortowanie 11
Kolejki priorytetowe i algorytm Heapsort
Dynamiczny problem sortowania:

podac¢ strukture danych dla elementow dynamicznego
skonczonego multi-zbioru S, wzglegdem ktorego sa
wykonywane nastepujace operacje:

(a) construct(g, S): utworzenie multi-zbioru
S={a 1,.a n}dladanejlisty g=1[a 1,..,.a n];

(b) insert(x,S): S := S u {x};

(c) deletmax(S) - usuniecie z S najwigkszego elementu
(dualng operacjg jest deletemin(S): usunigcie z S
najmniejszego elementu);

(*) zakladamy ze elementy zbioru S pochodza z
pewnego uniwersum U, ktére jest liniowo
uporzadkowane.



Strukture danych bedaca rozwigzaniem dynamicznego
problemu sortowania nazywamy kolejka priorytetowa.

Elementarne implementacje kolejki priorytetowej:

1) lista nieuporzadkowana, w ktorej:

construct ma ztozonos¢ O(n),

Insert - 0(1),

deletemax - O(n);

polecana wtedy, kiedy w ciggu wejsSciowym operacji
jest duzo operacji insert, a mato deletemax;

2) lista uporzadkowana, w ktorej:

construct ma ztozonos¢ O(nlog n),

Insert - O(n),

deletemax - 0(1);

polecana wtedy, kiedy w ciggu wejsciowym operacji
jest duzo operacji deletemax, a mato insert (na przyktad

O(log n)).

3) kopiec, dla ktérego
operacja construct ma ztozonos¢ czasowa O(n),
Insert 1 deletemax - O(logn).



Kopiec - drzewo binarne, w weztach ktoérego znajduja
si¢ elementy reprezentowanego multi-zbioru S 1 jest
spetniony tzw. warunek kopca:

jesli wezetl x jest nastepnikiem wezia y,

to key(x) <= key(y)

Elementy sa wpisane do we¢ztow kopca zgodnie z
porzadkiem kopcowym, a drzewo ma uporzadkowanie
kopcowe.

Obserwacje:

(a) w korzeniu kopca znajduje si¢ najwiekszy element
(badz jeden z najwiekszych elementow, jesli jest ich
Kilka);

(b) na Sciezkach w kopcu, od korzenia do liscia,
clementy sg uporzadkowane w porzadku nierosngcym.




Algorytm heapsort - algorytm sortowania przez
kopcowanie, mozna zapisa¢ za pomoca operacji kolejki
priorytetowej.

Ogoblny schemat algorytmu sortowania za pomocg
kolejki priorytetowej:

danajestlistag=1[a 1, ...,a nj;

wykonaj:

(a) construct(q, S);

(b) powtorz n-1 razy deletemax(S).



Kopiec zupelny —
kopiec bedacy zupelnym drzewem binarnym, tzn.
takim, w ktorym:

e Wszystkie poziomy sg wypelnione catkowicie,

e 7z wyjatkiem co najwyzej ostatniego - spoOjnie
wypeinionego od strony lewej.

Zaleznos¢ miedzy wysokoscig h a liczbg wezidw n w
kopcu zupelnym jest nastepujaca:

2"-l<n<=2"1-]
Czyli

Zatem:

h=|_logn |



Rozwazmy numeracj¢ wezldw kopca zupelnego
poziomami (od strony lewej do prawej).

Z definicji kopca zupeinego jest ona spdjna.

Obliczmy numer poprzednika 1 nastepnika wezla o
numerze k.

Przyktad:

W kopcu, w ktorym kazdy wezet wewnetrzny ma dwa
nastepniki: j = 2k.

Fakty:

e Nastepniki wezla k, gdy istniejg, majg numery2k 1
2Kk+1.

e Poprzednik wezla k (réznego od korzenia) ma
numer |_k/2_|.



Operacja insert(x,S) - wstawienie elementu x do kopca
zupelnego S, polega na:

umieszczeniu X w pierwszym wolnym migjscu
ostatniego poziomu (lub nastepnego poziomu, gdy
ostatni poziom jest catkowicie wypehiony) I

przywroceniu zachodzenia warunku kopca, jesh
wstawiony element jest wiekszy niz element znajdujacy
si¢ w poprzedniku.

Aby przywroci¢ zachodzenie warunku kopca, idziemy
w gore w strone korzenia, szukajac miejsca, gdzie
pasowatby wstawiany element.

Insert:
wstawienie elementu do liscia i dokonywanie p6zniej na
sciezce do korzenia zamian w celu przywrdcenia
zachodzenia warunku kopca - procedura pomocnicza
upheap.



procedure upheap(k : integer);
var |, v : integer,
begin
v:= alk]; a[0] := +eo;
| .=k div 2;
{warunek kopca jest zaburzony co najwyze;
tylko dla v}
while a[l] <v do
begin {wezet | jest poprzednikiem wezta k}
alk] := a[l];
kK:=1I1:=1div 2
end;
alk] :=v
end upheap;

procedure insert (v : integer);
begin

n:=n+1;

ajn] :=v;

upheap(n)
end insert;

T(n) = O(logn)



Operacja deletemax(S) - usunigcie 2z kopca
najwickszego elementu,

e usuwamy ten element z korzenia,
e usuwamy prawy skrajny lis¢ z ostatniego poziomu,

e element znajdujacy si¢ w tym lisSciu wstawiamy do
korzenia.

e Po tym wstawieniu warunek kopca moze by¢
zaburzony w jednym we¢zle, tym razem w korzeniu,
wtedy:

e nalezy tak opusci¢ w dot element wstawiony do
korzenia, zeby przywroci¢ zachodzenie warunku
kopca.



procedure downheap(k : integer);
label L;
var i, i, v: integer;
begin
v:= alk];
while k<=ndiv 2 do
begin
j =2 7" k; {j jest nastepnikiem k}
ifj<nthenifafj]<a]j+IJthenj:=]+1;
If v>=a[j] then goto L;
alk] - = all];
K:=]
end;
L: a[k]:=vVv
end downheap;



function deletemax : integer,
begin

deletemax := a[1];

a[l] .= aln];

n:=n-I

downheap(1)
end deletemax;

T(n) = O(log n)



Operacja construct.

Realizowana za pomocg n operacji insert, t0 Jej
ztozonos¢ czasowa bytaby O(nlog n).

Mozna wykonac jg w czasie liniowym.

Trzeba konstrukcj¢ kopca rozpocza¢ od dolu drzewa,
tworzy¢ mate pod kopce i faczy¢ je w wieksze - az do
powstania catego kopca.

Zatozmy, ze kopce o korzeniach 2i i 2i + 1 zostaty juz
skonstruowane.

Aby potaczy¢ je 1 wstawi€ kolejny element x w wezle 1,
wystarczy wywota¢ downheap(i) (warunek kopca jest
zaburzony tylko dla wezta i).



procedure construct;
{elementy listy g=[a_1, ... ,a_n] znajdujg
sie w tablicy a1 .. n]}
var i : integer;
begin
fori:=ndiv2 downto 1 do downheap (i)
end construct;

T(n) =0(n)



procedure heapsort;
{a[l .. n] - lista do posortowania}
var m,i : integer;
begin

m :=n;

construct;

fori:=mdownto 2 do

ali] .= deletemax

n:=m

end heapsort

T(n) = 2nlog n + O(n)
A(n) - ?



Sortowanie pozycyjne

Binarna reprezentacja danych w komputerze nie jest
brana pod uwage w ogolnych algorytmach sortowania.

Roéwniez w jezykach programowania wysokiego
poziomu nie ma operacji na liczbach binarnych.

function bits(x, k, j : integer): integer,
begin |

bits := (x div 2¥) mod 2!
end bits;

Funkcja bits wycina j bitow, poczynajac od bitu 0
numerze k z prawej strony



Sortowanie pozycyjnego - metoda licznikow czestosci.

Zatozmy, ze b = 2",

Dla kazdego j =0, 1, ..., b - | liczymy, ile razy ] pojawia
si¢ w ciggu wejsciowym a[1], ... ,a[n].

Na podstawie obliczonych licznikow czestosci
umieszczamy kazdy element a, we wlasciwym miejscu
w c1ggu wynikowym.



procedure countsort,
{a[l. . n]. t[l. . n]. count[0 .. m -]}
var i, |, p: integer,
begin
for j := 0 to m-1 do count[j] := 0; {inicjowanie}
for i := 1 to n do count[a[i]] := count[a[i]] + 1;
{count[j] to liczba wystapien liczby j}
for j := 1 to m-1 do count[j] := count[j-1] + count][j];
{count[j] to liczba wystgpien elementow <= |}
for 1 :=ndownto | do
begin
p:=ali];
t[count[p]] :=p;
count[p] := count[p] - 1
end;
fori:=1tondoafi] :=t[i]
end countsort;



Przykiad:
q=1[1,3,1,2,2,1,3]

1sza iteracja
2ga iteracja count[1] = 3, count[2] = 2, count[3] = 2,
3cia iteracja count[1] = 3, count[2] =5, count[3] = 7,

1szy element zajmie pozycje a[l..count[1]]
2gi element zajmie pozycje aJcount[1]+1,..count[2]]
3ci element zajmie pozycje a[count[2]+1,..count[3]]

Wypisywanie elementow do tablicy

--1---3
--1-2-3
--122-3
- 1122 -3
- 112233
1112233



Analiza -algorytmu countsort jest bezposrednia:

T(n, m) =A(n,m) =0(n +m)

S(n,m)=n+m+0(1)

Algorytm jest szybki, gdy m = O(n)

Algorytm jest stabilny.



countsort mozna stosowac tylko dla nieduzych wartosci
m (tablica count ma rozmiar m !).

Dla wigkszych wartosci m mozna stosowa¢ podobng
metode, ale z dzieleniem liczb do posortowania na
czescl, na ktorych algorytm countsort moze dziatac.

Dzielimy stowa o b bitach na b/e grup e bitowych.

1) sortujemy ciag liczb, stosujac algorytm countsort
wzgledem ostatniej (naymniej znaczacej) grupy bitow.

2) sortujemy cigg liczb wzgledem przedostatniej grupy
bitow, itd. ...

b/e) sortujemy ciagg liczb wzgledem pierwszej grupy
bitow.

Istotna jest stabilnos$¢ algorytmu countsort.

O pozycji elementu decyduje pierwszych e bitow;

jesli sg one takie same, to decydujace znaczenie majg
dopiero nastepne grupy bitow, ktore =zostaty tez
posortowane.



procedure radixsort;

{m=2° a, t[l .. n],count[0 .. m-I]}

var 1, |, pass, nofpasses, key: integer;

begin
nofpasses := b div e;
If nofpasses * e := b then nofpasses := nofpasses - 1;
for pass: = 0 to nofpasses do

begin
for j :=0 to m-1 do count[j] :=0;
fori:=ltondo
begin

key := bits(a[i], pass*e, e);
count[key] := count[key] + 1
end;
for j:=1 to m-I do count[j]:= coun t[j-1] + count][j];
for i :=n downto 1 do
begin
key:= bits(a[i], pass * e, e);
t[count[key]] := a]i];
count[key] := count[key]-l
end;
fori:=1tondoa[i] :=t[i]
end
end radixsort;

T(n,m) = A(n,m) = O(n+m), gdy b/e = O(1)
S(n,m) = n+m+0(1)



Przyktad:
b=8,e=2,n=4

a[l] =011100 10
a[2] = 110111 01
a[3] = 100000 00
a[4] = 011010 01

pass =0

a[l] = 1000 00 00
a[2] = 1101 11 01
a[3] = 0110 10 01
a[4] = 0111 00 10

pass =1

1] = 1000 00 00
2]=0111 00 10
3] =0110 10 01

a
a
a
a[4] = 1101 11 01

pass = 2

1] =10 00 00 00
2]=11 01 11 01
3]=01 10 10 01

a
a
a
a[4] =01 11 00 10




pass =3

afl] =01 10 10 01
a[2] =01 11 00 10
a[3] =10 00 00 00
a[4] =11 01 11 01

Zalety Radixsort:

Liniowa ztoznos¢ czasowa przy odpowiednich
zatozeniach dotyczacych n.

Dla srednich wartosci ‘'n’ moze byC szybszy niz
quicksort.

Po modyfikacjach moze by¢ uzyty do sortowania:
e stow w porzadku alfabetycznym
e liczb rzeczywistych z pewnego przedziatu
Wady:

e Algorytm jest wolny dla matych rozmiaréw ‘n’,
e Duze zuzycie pamieci dla duzych n’.



